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แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์  รายวิชาคณิตศาสตร์เพ่ิมเติม  7  (ค33207)  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่  6   

เรื่อง  ลิมิตและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน  ซึ่งเป็นส่วนหนึ่งของหน่วยการเรียนรู้เรื่อง  แคลคูลัสเบื้องต้น  
ประกอบด้วยแบบฝึกทักษะทั้งหมด  10  เล่ม  ดังนี้ 

เล่ม 1 ลิมิตของฟังก์ชัน 
เล่ม 2 ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิตของฟังก์ชัน 
เล่ม 3 ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน 
เล่ม 4 อัตราการเปลี่ยนแปลง 
เล่ม 5 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน 
เล่ม 6 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้สูตร 
เล่ม 7 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ 
เล่ม 8 ความชันของเส้นโค้ง 
เล่ม 9 อนุพันธ์อันดับสูง 
เล่ม 10 การประยุกต์ของอนุพันธ์ 

โดยในแบบฝึกทักษะแต่ละเล่ม  ประกอบด้วยผลการเรียนรู้  จุดประสงค์การเรียนรู้ที่ครอบคลุม
ทั้งด้านความรู้  ด้านทักษะกระบวนการและด้านคุณลักษณะ  ซ่ึงกิจกรรมของแบบฝึกทักษะแต่ละเล่ม
เสร็จสมบูรณ์ในตัวเอง  ผู้เรียนสามารถใช้ได้ด้วยตนเอง 

ส าหรับแบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์  เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง  จัดท าขึ้นเพ่ือใช้ประกอบ
แผนการจัดการเรียนรู้ที่  21-23  เรื่อง  ความชันของเส้นโค้ง  มีจุดมุ่งหมายเพื่อให้นักเรียนสามารถหา
ความชันของเส้นโค้งและสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  ณ  จุดที่ก าหนดให้ได้  อีกท้ังยังเป็นแนวทางใน
การปฏิรูปกระบวนการจัดการเรียนรู้ที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคัญ  ส่งเสริมผู้เรียนได้ฝึกทักษะทางคณิตศาสตร์และ
แสวงหาความรู้ด้วยตนเอง  อันจะท าให้ผู้เรียนเกิดความรู้  ความเข้าใจในเนื้อหามากยิ่งขึ้น  เกิดความคงทน
ในการเรียนรู้และสามารถน าความรู้ที่ได้รับไปประยุกต์ใช้ในชีวิตประจ าวันได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

ผู้จัดท าหวังเป็นอย่างยิ่งว่าแบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์เล่มนี้  จะเป็นประโยชน์ต่อการจัดการเรียน
การสอนคณิตศาสตร์  การค้นคว้าหาความรู้ของนักเรียนและเป็นประโยชน์ต่อผู้สนใจ  เพ่ือนครูและ 
วงการศึกษาต่อไป 
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 1.  ศึกษาแผนการจัดการเรียนรู้และการใช้แบบฝึกทักษะ 
 2.  ศึกษาและท าความเข้าใจเนื้อหา  จุดประสงค์การเรียนรู้และการด าเนินการสอน  เพื่อให้การจัด
กิจกรรมการเรียนรู้เป็นไปตามล าดับขั้นตอน 
 3.  ให้นักเรียนท าแบบทดสอบก่อนเรียน 
 4.  ด าเนินกิจกรรมการเรียนรู้ 
 5.  ให้ค าแนะน าและความช่วยเหลือนักเรียนเมื่อมีปัญหา  ตามความเหมาะสมกับความสามารถและ
ศักยภาพของนักเรียนที่แตกต่างกัน 
 6.  ให้นักเรียนท าแบบทดสอบหลังเรียน 
 7.  แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์เล่มนี้ใช้เวลาในการจัดกิจกรรมการเรียนการสอน  3  ชั่วโมง   
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 1.  ศึกษาการใช้แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์ 
 2.  ศึกษาจุดประสงค์การเรียนรู้  เพ่ือให้ทราบว่านักเรียนต้องรู้และปฏิบัติสิ่งใดบ้างหลังจาก  
จบบทเรียนแล้ว 
 3.  ท าแบบทดสอบก่อนเรียนเพ่ือตรวจสอบความรู้เดิมในเรื่องที่เรียน  จากนั้นตรวจค าตอบ  
จากเฉลยในภาคผนวกท้ายเล่มและบันทึกคะแนน 
 4.  ศึกษาเนื้อหาและตัวอย่างให้เข้าใจ  แล้วท าแบบฝึกทักษะตามล าดับขั้นตอน  
 5.  หากไม่เข้าใจหรือมีปัญหา  นักเรียนสามารถปรึกษาและแลกเปลี่ยนองค์ความรู้  
 6.  ท าแบบทดสอบหลังเรียนแล้วตรวจค าตอบจากเฉลยในภาคผนวกท้ายเล่มและบันทึกคะแนน
แล้วเปรียบเทียบกับคะแนนทดสอบก่อนเรียน 
 7.  หากยังมีข้อสงสัยและไม่เข้าใจให้กลับไปทบทวนบทเรียนจากแบบฝึกทักษะอีกครั้ง  
 8.  นักเรียนควรซื่อสัตย์ต่อตนเอง  โดยไม่เปิดดูเฉลยระหว่างศึกษาแบบฝึกทักษะ  เพ่ือนักเรียน  
จะได้พัฒนาการเรียนรู้ของตนเองอย่างเต็มความสามารถ 
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     หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันได้ 
 
 
 
 
 
ด้านความรู้ 
       หาความชันของเส้นโค้งและสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  ณ  จุดที่ก าหนดให้ได้ 

ด้านทักษะกระบวนการ 
1. การแก้ปัญหา 
2. การให้เหตุผล 
3. การสื่อสาร การสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์และการน าเสนอ 

ด้านคุณลักษณะ 
1. มีความซื่อสัตย์ สุจริต 
2. มีวินัย 
3. ใฝ่เรียนรู้ 
4. มุ่งม่ันในการท างาน 

 
 
 
 
 

1. ความสามารถในการสื่อสาร 
2. ความสามารถในการคิด      
3. ความสามารถในการแก้ปัญหา 
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สาระส าคัญ 

  ความชันของเส้นโค้ง y = f(x) ที่จุด (x, y) ใด ๆ เท่ากับ     

ถ้าลิมิตนี้หาค่าได้  เรียกค่าของลิมิตดังกล่าวว่า  “อนุพันธ์ของฟังก์ชัน  f” 
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รายวิชาคณิตศาสตร์เพิ่มเติม  7  (ค33207)             ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี  6 
เรื่อง  ลิมิตและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน        เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง 
********************************************************************************************* 
ค าชี้แจง  1.  แบบทดสอบชุดนี้มีทั้งหมด  10  ข้อ  ใช้เวลา  15 นาที 
   2.  ให้นักเรียนท าเครื่องหมาย  X  ลงในช่องตัวเลือกในกระดาษค าตอบที่เห็นว่าถูกท่ีสุด 
********************************************************************************************* 

1. สมการของเส้นสัมผัสของเส้นโค้ง  2 2x - y =  7   ณ จุดสัมผัส  (4 , 3)  คือข้อใด 
ก. 3x + 4y + 24 = 0   ข.  3x – 4y – 24 = 0 
ค. 3x + 4y + 7 = 0   ง.  4x - 3y - 7 = 0 

2. ถ้าความชันของเส้นสัมผัสซึ่งสัมผัสกราฟ  y  =  25x + cx   ;  c   R  ที่จุด  (3,  -21)   มีค่า
เท่ากับ  8  แล้ว  c  มีค่าเท่าใด 
ก. -82     ข.  -22 
ค.   22     ง.  82 

3. จุดบนเส้นโค้ง  y = 2x - 3x - 4  ที่มีความชันของเส้นสัมผัสเท่ากับ 1  มีค่าเท่าใด 
ก. (-2 , -6)    ข. (-2 , 6) 
ค.  (2 , -6)    ง.  (2 , 6) 

4. ถ้า (a , b)  เป็นจุดสัมผัสที่ท าให้เส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y =  22x - 8x + 5  ขนานกับแกน x  แล้ว  
a + b  มีค่าเท่าใด 
ก. 1     ข. 2 
ค.  -1     ง.  -3 

5. ก าหนดให้  f(x)  = 

3
3 2 2

2

-2x + 3x + 2x - 1

x
   แล้ว  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (1 , 2)  

มีค่าเท่าใด 

ก. 
1

2
     ข. 1 

ค.  
1

-
2

     ง.  -1 
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6. ถ้า (a , b) เป็นจุดบนเส้นโค้ง y  =  2x + 4x   และเส้นสัมผัสที่จุด (a , b) นี้ขนานกับเส้นตรง 
2x + y = 5  แล้ว  ค่าของ a – b   มีค่าเท่าใด 
ก. 0     ข.  2 
ค.  -2     ง.  -4 

7. สมการเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  
4

x
  ณ จุด (-1 , -4)   คือข้อใด 

ก. 4y + x +15 = 0   ข.  4y – x +15 = 0 
ค.  4y – x –15 = 0   ง.  x – 4y –15 = 0 
 

8. ถ้าเส้นสัมผัสโค้ง  y  =  22x + 2x + 1   ณ  จุด  P(x,  y)  ขนานกับเส้นตรง  2x  -  y  +  4  
แล้ว  จุด P(x,  y)  มีค่าเท่าใด 
ก. (0 , 1)    ข.  (1 , 0) 
ค.  (1 , 1)    ง.  (0 , -1) 

9. เส้นตรง 1L  สัมผัสเส้นโค้ง  y =  3 22
x +2 x - 2x + 5

3
 ที่จุด (-2 ,

35

3
)   ถ้าเส้นตรง  2L  

ตั้งฉากกับเส้นตรง L1  ที่จุด (0 , 
23

3
)  แล้ว  สมการ  2L   คือข้อใด 

ก. 3y – 6x + 23 = 0   ข.  3x + 6y + 23 = 0 
ค. 3y – 6x – 46 = 0   ง.  3x – 6y + 46 = 0 
 

10. เส้นตรง 1L   สัมผัสเส้นโค้ง  y =  2 - 2x + 3x  ที่จุด (-1 , 6)  สมการของเส้นตรง 
ที่ขนานกับ 1L  และผ่านจุด (-3 , 2)  คือข้อใด 
ก.  4x + y – 5 = 0   ข. y – 4x + 14 = 0 
ค.  4x + y + 10 = 0   ง.  y – 4x – 5 = 0 
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ข้อ ก ข ค ง 
1     
2     
3     
4     
5     
6     
7     
8     
9     
10     
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ยังจ าได้ไหม 

สูตรการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้นิยามคืออะไร  จ าได้หรือเปล่า 

จ าได้ ซิ  การหาอนุพันธ์ ของฟั งก์ชันโดยใช้นิ ยาม  หาได้ จาก

สูตร…………………………………………………. 
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ก าหนดให้  y  = f(x)  เป็นสมการเส้นโค้งมีกราฟ ดังภาพที่  8.1 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพที่  8.1  แสดงกราฟของเส้นโค้ง  y  = f(x)   
ที่มา:  อเนก  หิรัญ (2539: 154) 
 

จากภาพที่  8.1  เป็นกราฟของเส้นโค้ง  y  = f(x)  จะเห็นว่าความชันของเส้นตรงที่ลากผ่านจุด  

P (x , f(x))  และ  Q (x+h , f(x+h))  เท่ากับ 
f(x+h) - f(x)

h
     

 
 
 
 
 
 
ภาพที่  8.2  กราฟแสดงการเคลื่อนที่ของจุด  Q  เข้าหาจุด  P  ตามแนวเส้นโค้ง y  = f(x)    
ที่มา:  อเนก  หิรัญ (2539: 154) 
 
 จากภาพที่  8.2  ถ้าจุด Q เคลื่อนเข้าหาจุด P ตามแนวเส้นโค้ง y  =  f(x)  (เม่ือก าหนดให้จุด P 

คงท่ี) จะเห็นว่า h  0  และเส้นตรงที่ลากผ่านจุด P และ จุด Q จะเป็นเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  = f(x)  
ณ จุด P (x , y)  ดังนั้นความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y  = f(x)  ณ จุด P (x , y)  ใด ๆ คือ   

                             
h 0

f(x+h) - f(x) dy
lim  = 

h dx
 



หน้า | 6 
 

 

แบบฝึกทักษะคณติศาสตร์  เรื่อง  ลิมิตและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน  เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง 
 

  บทนิยาม  ถ้า y  = f(x)  เป็นสมการของเส้นโค้ง  เส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด P (x , y)  ใด ๆ  

จะเป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด P  และมีความชัน เท่ากับ    
h 0

f(x+h) - f(x)
lim  

h
  (ถ้าลิมิตหาค่าได้) 

 ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  P (x , y)  หมายถึง  ความชันของเส้นสัมผัสโค้ง  ณ  จุด  P 

จะสังเกตว่า  
h 0

f(x+h) - f(x)
lim  

h
  เราเรียกค่าของลิมิตที่ได้ว่า  อนุพันธ์ของฟังก์ชัน  f  ที่  x  

ดังนั้น  การหาความชันของเส้นโค้งก็คือการอนุพันธ์ของสมการเส้นโค้งนั่นเอง 
 

 

ตัวอย่างที่  1  จงหาความชันของเส้นโค้ง    y  =  3x   ณ  จุด  (2,  8)   
 
วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  P(x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 

  
h 0

f(x+h) - f(x)
lim  

h
 = 

3 3

h 0

(x+h)  - x
lim  

h
 

     = 


3

h 0

(x+h)(x+h)(x+h) - x
lim  

h
 

     = 
3 2 2 3 3

h 0

(x + 3x h + 3xh +h ) - x
lim  

h
 

     = 


3 2 2 3 3

h 0

x + 3x h + 3xh +h - x
lim  

h
 

     = 


2 2 3

h 0

3x h + 3xh +h
lim  

h
 

     = 
2 2

h 0

h(3x + 3xh + h )
lim  

h
 

     = 


2 2

h 0
lim (3x + 3xh + h )  

     = 23x  

  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (2,  8)  เท่ากับ  23(2)   =  12 
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     เรามาศึกษาการหาความชันของเส้นโค้ง  

และความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุดใด ๆ  
โดยการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันโดยใช้สูตรนะครับ 

ถ้าเพ่ือน ๆ จ าสูตรการหาอนุพันธ์ไม่ได้   
ให้กลับไปทบทวนสูตรในเล่ม  6  นะคะ 
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เส้นตรง 2 เส้นตั้งฉากกัน  ผลคูณของความชันเท่ากับ  -1  และเส้นสัมผัสโค้งมีความชัน

เท่ากับ  4  นั่นคือ  เส้นตั้งฉากกับเส้นสัมผัสโค้งจะมีความชันเท่ากับ     

เนื่องจาก   

ตัวอย่างที่  2   จงหาความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  3 2x + 4x + 2x   ที่จุด (2 , 20) 
 
วิธีท า จาก   y = 3 2x + 4x + 2x    

 จะได้ 
dy

dx
 = 23x + 8x + 2  

 นั่นคือ  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 23x + 8x + 2  
 ดังนั้น  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด (2 , 20)  เท่ากับ  23(2) + 8(2) + 2   =  30 
 
ตัวอย่างที่  3  จงหาสมการเส้นตรงที่ลากมาตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  2x + 2x + 5    

        ณ  จุด  (1, 8) 
 
วิธีท า จาก y = 2x + 2x + 5    

 จะได้  
dy

dx
 = 2x + 2  

 นั่นคือ  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 2x + 2  
 ดังนั้น  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด  (1, 8)  เท่ากับ  2(1) + 2   =  4 

 และเส้นตรงที่ลากมาตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด  (1, 8)  มีความชันเท่ากับ  
1

-
4

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 จากสมการเส้นตรง  1 1y - y  = m(x - x )  
 ดังนั้น  สมการเส้นตรงที่ลากมาตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด  (1, 8)  และมีความชันเท่ากับ   

 
1

-
4

  มีสมการเป็น     

y  -  8   = 
1

- 
4

(x  -  1) 

   4y  -  32 = -x  +  1          (น า  4 คูณทั้งสองข้างของสมการ) 
     x  +  4y  -  33 = 0 
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ค าช้ีแจง จงแสดงวิธีท า  (ข้อละ  1  คะแนน  คะแนนเต็ม  20  คะแนน)     
 
ตอนที่  1  จงหาความชันของเส้นโค้งและความชันของเส้นสัมผัส  ณ  จุดที่ก าหนดให้     
1.  y  =  2x - 3x   ที่จุด  (3,  0) 
วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
........................................................................................................................................... ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
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2.  y  =  25x - 6   ที่จุด  (2,  14) 
วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.............................................................................................................................................. ...................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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3.  y  =  2x - x   ที่จุดซึ่ง  x  =  
1

2
 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.............................................................................................................................................. ...................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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4.  y  =  
2x + 2

x
  ที่จุดซึ่ง  x  =  1 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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5.  y  =  21 + 2x - 3x   ที่จุด  (1,  0) 
วิธีท า .................................................................................................... .................................................. 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................... ................................. 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
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6.  f(x)  =  2x + 2x + 5    ณ จุด  (2 , 13) 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.......................................................................................................................................... .......................... 
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7.  y  =  22x - x + 12   ณ  จุด  (1 , 6) 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.............................................................................................................................................. ...................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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8.  y  =  2(x + 2)(1 - 3x)    ณ จุด x  =  -1 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.......................................................................................................................................... .......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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9.  y  = 24 - x   ณ จุด x = 0 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.......................................................................................................................................... .......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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10.  y  = 
2

1 1
 + 

x x
  ณ  จุด  x  =  -3 

วิธีท า ............................................................................................................................. ......................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.................................................................................................................................................................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
.......................................................................................................................................... .......................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
................................................................................................................................................. ................... 
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ตอนที่  2  จงแสดงวิธีท า 

1.  จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   4x2 + 2x - 6   ที่จุด  (6, 4) 
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2.  จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   x3 – 2x2 + 4   ที่จุด  (2, 4) 
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3.  จงหาสมการของเส้นตรงที่ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   2x + 3 x    ที่จุด  x  =  4 
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4.  จงหาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด  (2,  3)  และขนานกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  3x   ที่จุด  (1,  1) 
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5.  ก าหนดให้เส้นโค้งมีสมการเป็น y  =  3 22x - 3x + x - 5   จงหาสมการของเส้นสัมผัสที่สัมผัส 
    เส้นโค้งท่ีจุดสัมผัส (3 , 25) 
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6.  จากข้อ  3  จงหาสมการของเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสที่จุดสัมผัส (3 , 25) 
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7.  ถ้าความชันของเส้นตรงซึ่งสัมผัสกราฟของ  y  =  24 - x   ที่จุด  (a, b)  มีค่าเท่ากับ  -2  จงหา 
     จุด  (a, b)   
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8.  ถ้าเส้นตรง  y  =  2-x + 4x + 1   ขนานกับเส้นตรง  2y  -  4x  + 1  =  0  จงหาจุดสัมผัส 
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9.  จงหาจุด (a,  b) บนเส้นโค้ง  y  =  3 2x - 15x + 27x -2  ซึ่งสัมผัสเส้นโค้งนี้ท่ีจุด  (a,  b)  และ 
     ขนานกับแกน  x 
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10.  ถ้า  L  เป็นเส้นตรงซึ่งมีความชันเท่ากับ  2  และสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  2x + 2   แล้ว  จงหาสมการ 
      เส้นตรง 
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รายวิชาคณิตศาสตร์เพิ่มเติม  7  (ค33207)             ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี  6 
เรื่อง  ลิมิตและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน        เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง 
********************************************************************************************* 
ค าชี้แจง  1.  แบบทดสอบชุดนี้มีทั้งหมด  10  ข้อ  ใช้เวลา  15 นาที 
   2.  ให้นักเรียนท าเครื่องหมาย  X  ลงในช่องตัวเลือกในกระดาษค าตอบที่เห็นว่าถูกท่ีสุด 
********************************************************************************************* 
 

1. จุดบนเส้นโค้ง  y = 2x - 3x - 4  ที่มีความชันของเส้นสัมผัสเท่ากับ 1  มีค่าเท่าใด 
ก. (-2 , -6)    ข. (2 , -6) 
ค.  (-2 , 6)    ง.  (2 , 6) 

2. ก าหนดให้  f(x)  = 

3
3 2 2

2

-2x + 3x + 2x - 1

x
   แล้ว  ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด  (1 , 2)  

มีค่าเท่าใด 

ก. -1     ข.
1

-
2

   

ค.  
1

2
     ง.  1 

3. สมการของเส้นสัมผัสของเส้นโค้ง  2 2x - y = 7   ณ จุดสัมผัส  (4 , 3)  คือข้อใด 
ก. 3x + 4y + 24 = 0   ข.  4x - 3y - 7 = 0 
ค.   3x + 4y + 7 = 0   ง.  3x – 4y – 24 = 0 
 

4. ถ้าเส้นสัมผัสโค้ง  y  =  22x + 2x + 1   ณ  จุด  P(x,  y)  ขนานกับเส้นตรง 2x - y +  4  =  
0  แล้ว  จุด P(x,  y)  มีค่าเท่าใด 
ก. (1 , 1)    ข.  (0 , -1) 
ค.  (0 , 1)    ง.  (1 , 0) 
 

5. ถ้าความชันของเส้นสัมผัสซึ่งสัมผัสกราฟ  y  =  25x + cx   ;  c   R  ที่จุด  (3,  -21)   มีค่า
เท่ากับ  8  แล้ว  c  มีค่าเท่าใด 
ก. 82     ข.  22 
ค.   -22     ง.  -82 
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6. เส้นตรง 1L   สัมผัสเส้นโค้ง  y =  2 - 2x + 3x  ที่จุด (-1 , 6)  สมการของเส้นตรงที่ขนานกับ 

1L  และผ่านจุด (-3 , 2)  คือข้อใด   
ก.  4x + y – 5 = 0   ข. y – 4x + 14 = 0 
ค.  y – 4x – 5 = 0   ง.  4x + y + 10 = 0 
 

7. ถ้า (a , b)  เป็นจุดสัมผัสที่ท าให้เส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y =  22x - 8x + 5  ขนานกับแกน x  แล้ว  
a + b  มีค่าเท่าใด 
ก. -1     ข. -3 
ค.  1     ง.  2 

8. สมการเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  
4

x
  ณ จุด (-1 , -4)   คือข้อใด 

ก. 4y + x +15 = 0   ข.  4y – x +15 = 0 
ค.  4y – x –15 = 0   ง.  x – 4y –15 = 0 
 

9. ถ้า (a , b) เป็นจุดบนเส้นโค้ง y  =  2x + 4x   และเส้นสัมผัสที่จุด (a , b) นี้ขนานกับเส้นตรง 
2x + y = 5  แล้ว  ค่าของ a – b   มีค่าเท่าใด 
ก. 0     ข.  2 
ค.  -2     ง.  -4 
 

10. เส้นตรง 1L  สัมผัสเส้นโค้ง  y =  3 22
x +2 x - 2x + 5

3
 ที่จุด (-2 ,

35

3
)   ถ้าเส้นตรง L2   

ตั้งฉากกับเส้นตรง 1L   ที่จุด (0 , 
23

3
)  แล้ว  สมการ 2L   คือข้อใด 

ก. 3y – 6x + 23 = 0   ข.  3x + 6y + 23 = 0 
ค.  3y – 6x – 46 = 0   ง.  3x – 6y + 46 = 0 
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แบบบันทึกคะแนนแบบทดสอบก่อนเรียนและหลังเรียน 
แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร ์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี  6  

กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร ์ เรื่อง  ลมิติและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน   
เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง 

 

ชื่อ………………………………………..…….ชั้น.............................  เลขที…่… 
โรงเรียนบ้านไร่วิทยา  ส านักงานเขตพ้ืนที่การศึกษามัธยมศึกษา เขต 42 

 

รายการ คะแนนเต็ม คะแนนที่ได ้ ความก้าวหน้า คิดเป็นร้อยละ 
การทดสอบก่อนเรียน 10    
การทดสอบหลังเรียน 10  
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แบบบันทึกความก้าวหน้าของแบบฝึกทักษะ 

แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร ์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี  6 
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร ์ เรื่อง  ลมิติและอนุพันธ์ของฟังก์ชัน   

เล่ม  8  ความชันของเส้นโค้ง 
 

ชื่อ………………………………………..…….ชั้น.............................  เลขที…่… 
โรงเรียนบ้านไร่วิทยา  ส านักงานเขตพ้ืนที่การศึกษามัธยมศึกษา เขต 42 

 

แบบฝึกทักษะที่ คะแนนเต็ม คะแนนที่ได ้ คิดเป็นร้อยละ 
ผ่าน

เกณฑ์* 
ไม่ผ่าน

เกณฑ์** 
8.1 20     

รวมทั้งหมด 20     
เฉลี่ย      

คิดเป็นร้อยละ      
 
    * ผ่านเกณฑ ์  หมายความว่า ผู้เรียนได้คะแนนร้อยละ 80 ขึ้นไปของคะแนนเต็ม      
    ** ไมผ่่านเกณฑ์ หมายความว่า ผู้เรียนได้คะแนนน้อยกว่าร้อยละ 80 ของคะแนนเต็ม  
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เฉลยแบบทดสอบก่อนเรียน 

 

ข้อ ค าตอบ 
1 ง 
2 ข 
3 ค 
4 ก 
5 ง 
6 ก 
7 ข 
8 ก 
9 ง 
10 ค 
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เฉลยแบบทดสอบหลังเรียน 

 

ข้อ ค าตอบ 
1 ข 
2 ก 
3 ข 
4 ค 
5 ค 
6 ง 
7 ค 
8 ข 
9 ก 
10 ง 
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เฉลยแบบฝึกทักษะ  8.1 
 

ตอนที่  1  จงหาความชันของเส้นโค้งและความชันของเส้นสัมผัส  ณ  จุดที่ก าหนดให้     
 
1.  y  =  2x - 3x   ที่จุด  (3,  0) 
วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ คือ  

h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
 = 

2 2

h  0

[(x + h) -3(x + h)] - (x - 3x)
lim

h
 

    = 
2 2 2

h  0

x + 2xh + h  -3x - 3h - x + 3x
lim

h
 

    = 
h  0
lim (2x + h - 3)


 

     = 2x  -  3 

ดังนั้น ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (3,  0)  ใด ๆ เท่ากับ   2(3)  -  3  =  3 

        ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด  (3,  0)  เท่ากับ  3   

2.  y  =  25x - 6   ที่จุด  (2,  14) 
วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ คือ  

h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
  = 

2 2

h  0

[5(x + h) - 6] - (5x - 6)
lim

h
 

    = 
2 2 2

h  0

5x + 10xh + 5h  - 6 - 5x + 6
lim

h
 

    = 10x  

ดังนั้น ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (2,  14)  ใด ๆ เท่ากับ   10(2)  =  20 

        ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด  (2,  14)  เท่ากับ  20   
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3.  y  =  2x - x   ที่จุดซึ่ง  x  =  
1

2
 

วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ คือ  

h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
  = 

2 2

h  0

[(x + h) - (x + h) ] - (x - x )
lim

h
 

    = 
2 2 2

h  0

x + h - x - 2xh - h  - x + x
lim

h
 

    = 
h  0
lim (1- 2x - h)


 

    = 1 – 2x 

ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุดซึ่ง  x  =  
1

2
  เท่ากับ   1 – 2(1)  =  -1 

          ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุดซึ่ง  x  =  
1

2
 เท่ากับ  1   

4.  y  =  
2x + 2

x
  ที่จุดซึ่ง  x  =  1 

วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ คือ 
  h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
  

 จาก   y  =  f(x)   = 
2x + 2

x
   

 จะได้     f(x  +  h)   = 
2(x+h) + 2

x+h
 

        =
 

2 2x + 2xh +h + 2

x+h
 

 และ  
f(x + h) - f(x)

h
 = 

2 2 2x + 2xh +h + 2 x +2 1
 - ×

x+h x h
 
 
 

 

 

    = 
 
 
 

2 2 2x(x + 2xh +h + 2) - (x + h)(x +2) 1
×

x(x+h) h
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    =  
 
 

3 2 2 3 2(x + 2x h + xh + 2x) - (x + 2x + x h + 2h) 1
×

x(x+h) h
 

 

    = 
3 2 2 3 2x + 2x h + xh + 2x - x - x h - 2x - 2h 1

×
x(x+h) h

 
 
 

 

    = 
2 2x h + xh  - 2h 1

×
x(x+h) h

 
 
 

 

    = 
2x + xh - 2

x(x+h)
 

ดังนั้น  
h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
 = 

2

h 0

x + xh - 2
lim

x(x+h)
 

    = 
2

2

x - 2

x
 

ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุดซึ่ง  x  =  1  เท่ากับ   
2

2

x - 2

x
=  -1 

       ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุดซึ่ง  x  = 1  เท่ากับ  -1   

5.  y  =  21 + 2x - 3x   ที่จุด  (1,  0) 
วิธีท า  ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ คือ 

   

h  0

f(x + h) - f(x)
lim

h
   =  

2 2

h 0

[1 + 2(x + h) - 3(x + h) ] - (1 + 2x - 3x )
lim

h
 

            =  
2 2 2

h 0

1 + 2x + 2h - 3x - 6xh - 3h  - 1 - 2x + 3x
lim

h
 

            =  
h 0
lim (2 - 6x - 3h)


 

             =  2  -  6x 

ดังนั้น ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (1,  0)  ใด ๆ เท่ากับ   2 – 6(1)=  -4 

       ความชันเส้นสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด  (1,  0)  เท่ากับ  -4 
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6.  f(x)  =  2x + 2x + 5    ณ จุด (2 , 13) 

วิธีท า จาก    y = 2x + 2x + 5    

  จะได้ 
dy

dx
 = 2x + 2  

นั่นคือ  ความชันของเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 2x + 2  
      ดังนั้น  ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2 , 13)  เท่ากับ  2(2) + 2   =  6 
7.  y  =  22x - x + 12   ณ  จุด  (1 , 6) 

วิธีท า จาก    y = 22x - x + 12    

  จะได้ 
dy

dx
 = 4x - 1  

นั่นคือ  ความชันของเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 4x - 1  
ดังนั้น  ความชันของเส้นโค้งที่จุด (1 , 6)  เท่ากับ  4(1) - 1  =  3 

 
8.  y  =  2(x + 2)(1 - 3x)    ณ จุด  x  =  -1 

วิธีท า จาก   y = 2(x + 2)(1 - 3x)  

จะได้ 
dy

dx
 = 2 2d d

(x + 2) (1 - 3x)  +  (1 - 3x) (x + 2)
dx dx

 

    = 2(x + 2)(-3)  +  (1 - 3x)(2x)  
    = 2 2(-3x - 6)  +  (2x - 6x )  
    = 2 2-3x - 6 + 2x - 6x  
    = 2-9x + 2x - 6  

นั่นคือ  ความชันของเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 2-9x + 2x - 6  
ดังนั้น  ความชันของเส้นโค้งที่จุด x  =  1  เท่ากับ  2-9(-1) + 2(-1) - 6   =  -17 

9.  y  = 24 - x   ณ  จุด  x  =  0 

วิธีท า จาก   y = 24 - x  

   = 
1

2 2(4 - x )  

  จะได้ 
dy

dx
 = 

1
-2 2

1
(4 - x ) (-2x)

2
 

    = 
1

-2 2-x(4 - x )  
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    = 
2

-x

4 - x
 

     นั่นคือ  ความชันของเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 
2

-x

4 - x
 

     ดังนั้น  ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด x  =  0  เท่ากับ  
(0)

4 
  =  0 

10.  y  = 
2

1 1
 + 

x x
   ณ  จุด  x  =  -3 

วิธีท า จาก   y = 
2

1 1
+

x x
 

   = -1 -2x  + x  

  จะได้ 
dy

dx
 = -2 -3-x  - 2x  

    = 
2 3

1 2
-  - 
x x

 

     นั่นคือ  ความชันของเส้นโค้ง  ณ จุด  (x, y)  ใด ๆ เท่ากับ 
2 3

1 2
-  - 
x x

 

     ดังนั้น  ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด x  =  -3  เท่ากับ  
2 3

1 2
-  - 
(-3) (-3)

  =  
1

-
27
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ตอนที่  2  จงแสดงวิธีท า 
1.  จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   4x2 + 2x - 6   ที่จุด  (6, 4) 

วิธีท า  หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ  
จาก  y = 24x  + 2x - 6  

จะได้
  

dy

dx
 = 8x + 2            

ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ เท่ากับ  8x + 2  
 จะได้  ความชันของเส้นโค้งที่จุด  (6,  4)  เท่ากับ  8(6) + 2   =  50 
  ดังนั้น  สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   4x2 + 2x - 6   ที่จุด  (6, 4)  คือ   

    y  -  4 = 50(x  -  6) 

    y  -  4 = 50x  -  300 

   50x  -  y  -  296   =  0 

2.  จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   x3 – 2x2 + 4   ที่จุด  (2, 4) 

วิธีท า  หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ  
จาก  y = 3 2x  - 2x  + 4  

จะได้
  

dy

dx
 = 23x  - 4x       

     ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ เท่ากับ  23x  - 4x  
 จะได้  ความชันของเส้นโค้งที่จุด  (2,  4)  เท่ากับ  23(2)  - 4(2)   =  4 
  ดังนั้น  สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   3 2x  - 2x  + 4   ที่จุด  (2, 4)  คือ   

    y  -  4 = 4(x  -  2) 

    y  -  4 = 4x  -  8 

        4x  -  y  -  4  =  0 

3.  จงหาสมการของเส้นตรงที่ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   2x + 3 x    ที่จุด  x  =  4 

วิธีท า  หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ  
    จาก  y = 2x + 3 x  

   = 
1

22x + 3x  
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    จะได้  
dy

dx
 = 

1
- 

2
3

2 + x
2

 

   = 
3

2 + 
2 x

 

    ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ เท่ากับ  
3

2 + 
2 x

 

     จะได้  ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด  x  =  4    เท่ากับ  
3

2 + 
2 4

  =  
3

2 + 
4

  =  
11

4
 

     จาก  y  =  2x + 3 x   ที่จุด  x  =  4  จะได้  y  = 2(4) + 3 4   =  14 
     เส้นตรงที่ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   2x + 3 x    ที่จุด  x  =  4  จะมีความชัน  

เท่ากับ  
4

-
11

 

     ดังนั้น  เส้นตรงที่ตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง   y   =   2x + 3 x    ที่จุด  (4,  14)  คือ 

   y  -  14  = 
4

- (x - 4)
11

 

   11y  -  154 = -4(x - 4)  
   11y  -  154 = -4x + 16  
       4x  +  11y  -  170  =  0 

4.  จงหาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด  (2,  3)  และขนานกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  3x   ที่จุด  (1,  1) 

วิธีท า  หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ  

    จาก  y = 3x  

    จะได้  
dy

dx
 = 23x  

    ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ เท่ากับ  23x  

     จะได้  ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด  (1,  1)  เท่ากับ  23(1)   =  3 
    ดังนั้น  สมการเส้นตรงที่ผ่านจุด  (2,  3)  และขนานกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  3x   ที่จุด   
(1,  1)  คือ y  -  3  = 3(x  -  2) 
  y  -  3  = 3x  -  6 
  3x  -  y  -  3  =  0 
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5.  ก าหนดให้เส้นโค้งมีสมการเป็น y  =  3 22x - 3x + x - 5   จงหาสมการของเส้นสัมผัสที่สัมผัส 
      เส้นโค้งท่ีจุดสัมผัส (3 , 25) 
วิธีท า  หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ  

    จาก  y = 3 22x - 3x + x - 5  

    จะได้  
dy

dx
 = 26x - 6x + 1 

    ความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ เท่ากับ  26x - 6x + 1 

     จะได้  ความชันของเส้นโค้งท่ีจุด  (3,  25)  เท่ากับ  26(3) - 6(3) + 1  =  37  
    ดังนั้น  สมการของเส้นสัมผัสซึ่งสัมผัสเส้นโค้งท่ีจุด (3 , 25)  คือ  

y – 25  =  37(x – 3)  
           y – 25  =  37x – 111  

  37x – y  + 86  =  0   
6.  จากข้อ  13  จงหาสมการของเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสที่จุดสัมผัส (3 , 25) 

วิธีท า  เนื่องจากเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสที่จุดสัมผัส  (3,  25)  มีความชันเท่ากับ  
1

37
 

         ดังนั้น  สมการของเส้นตรงซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสที่จุดสัมผัส (3,  25)  คือ 

               y – 25       =  
1

-
37

 (x – 3)  

          37y – 925   =  -x  +  3 
           x  +  37y – 928  =  0 

7.  ถ้าความชันของเส้นตรงซึ่งสัมผัสกราฟของ  y  =  24 - x   ที่จุด  (a, b)  มีค่าเท่ากับ  -2  จงหา 
    จุด  (a, b)   
วิธีท า หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ 

จาก  y =   24 - x   

     จะได้   
dy

dx
 =     - 2x  

 จากโจทย์  ความชันที่จุด  (a, b)  มีค่าเท่ากับ  -2   
 นั่นคือ    -2 =     - 2x  
   x = 1 
 หาค่า  y  เมื่อ  x  =  1  จะได้ 
   y =   4 - 1  
    =   3 
 ดังนั้น  จุด  (a, b)  คือ  (1,  3) 
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8.  ถ้าเส้นตรง  y  =  2-x + 4x + 1   ขนานกับเส้นตรง  2y  -  4x  + 1  =  0  จงหาจุดสัมผัส 
วิธีท า หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ 

จาก   y =  2-x + 4x + 1   

      จะได้   
dy

dx
 =  -2x + 4  

เนื่องจากเส้นตรง  2y  -  4x  + 1  =  0   มีความชันเท่ากับ  2   
       และเส้นตรง  y  =  2-x + 4x + 1   ขนานกับเส้นตรง  2y  -  4x  + 1  =  0   
       ดังนั้น 2 =  -2x + 4  
  x = 1 

หาค่า  y  โดยแทน  x  =  1  ใน  y  =  2-x + 4x + 1    
จะได้  y  =  -1  +  4  +  1 

          y  =  4 
ดังนั้น  จุดสัมผัสของเส้นตรง y  = 2-x + 4x + 1   ขนานกับเส้นตรง  2y - 4x + 1  =  0   

คือจุด  (1,  4) 
9.  จงหาจุด (a,  b) บนเส้นโค้ง  y  =  3 2x - 15x + 27x -2  ซึ่งสัมผัสเส้นโค้งนี้ท่ีจุด  (a,  b)  และ 
     ขนานกับแกน  x 
วิธีท า หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ 

จาก y =  3 2x - 15x + 27x -2    

  จะได้ 
dy

dx
 =  23x - 30x + 27 

  ดังนั้น  ความชันของเส้นสัมผัสที่จุด  (a,  b)  เท่ากับ  23a - 30a + 27  
  แต่เส้นสัมผัสขนานแกน  x  จะได้ความชันของเส้นสัมผัสเท่ากับ  0 
  เพราะฉะนั้น 23a - 30a + 27    = 0 
    2a - 10a + 9    = 0 
    (a  -  1)(a  -  9)   = 0 
     a   = 1  หรือ  9 
  เนื่องจากจุด  (a,  b)  อยู่บนเส้นโค้ง  y  =  3 2x - 15x + 27x -2    
  ดังนั้น  b  =  3 2a - 15a + 27a -2  
  แทนค่า  a  =  1  จะได้  b  =  11 
  แทนค่า  a  =  9  จะได้  b  =  -245 
  ดังนั้น  พิกัดของจุด  (a,  b)  คือ  (1,  11)  หรือ  (9,  -245) 
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10.  ถ้า  L  เป็นเส้นตรงซึ่งมีความชันเท่ากับ  2  และสัมผัสเส้นโค้ง  y  =  2x + 2   แล้ว  จงหาสมการ 
      เส้นตรง 
วิธีท า หาความชันของเส้นโค้ง  ณ  จุด  (x,  y)  ใด ๆ 

จาก y =  2x + 2    

  จะได้
 

dy

dx
 =  2x        

 โจทย์ก าหนดให้  L  เป็นเส้นตรงซึ่งมีความชันเท่ากับ  2   
  ดังนั้น     2 =  2x 
       x =  1 
 หาจุดสัมผัส 
  จาก    y  =  2x + 2    
       =  1  +  2 
   y  =  3 
 ดังนั้น  เส้นตรง  L  สัมผัสเสน้โค้ง  y  =  2x + 2   ที่จุด  (1,  3) 
 สมการเส้นตรง  L  คือ    y  -  3 =  2(x  -  1) 
        y   =  2x  -  2  +  3 
        y =  2x  +  1 

 

 


